V. Komplex Fibonacci sorozatok argumentuma, az argumentum és a
szorzas kapcsolata

Kihagytunk most néhany hetet, a Fibonacci sorozatok belsé argumentuméanal tartottunk.
A http://www.tar.hu/szoles/Fibonacci/Peldak V.xls  tdblat kozben kiegészitettik egy
komplex sorozatokra is mikodé munkalappal. Az argumentum levezetésének most — a
komplex esetben — abbdl a formdjdbol indulunk ki, mely szerint ha f, nem szinguléris
Fibonacci sorozat természetes indexelésii, tovabba g, konjugdlt sorozata szintén természetes
indexelési, és képezziik tetszéleges n indexre a

Uy = fu/8n szamot.
Ha /,u,,’ /> 1, akkor legyen ., = g,/ fu
Ezen feltételek mellett kiszdmitva az
Q,=arth(u,” )/In(A)
mennyiséget, £, szdmtani sorozatot alkot, melynek differencidja /.

Q, és tortrésze - m, azonban dsszemossa a sorozatot és konjugéltjat.

Magdval a képzési moddal is osszhangban van ez a dolog. A konjugdlt az eredeti sorozat ,, Fibonaccsis”
értelemben vett ,,-17-szerese, a normalizdlt Lucas sorozattal vett szorzat. A komplex szdmokndl is osszemossa
az argumentum a szdam és annak -1-szerese szdmot, hiszen o = arctg( b/ a ), ahol b a képzetes - "imagindrius’
rész, a pedig a valos rész. o szempontjabol mindegy, hogy az a/b hdnyadost vessziik, vagy a —a/-b hdnyadost.

Nyilvanvald, ha f, komplex szdmok Fibonacci sorozata, akkor a konjugdltja is az,
hanyadosuk is komplex. Az areatangens hiperbolikuszuk is komplex. Vizsgaljuk meg a
levezetésiinket komplex esetre! (Altatdban véve a komplex esetek vizsgalatat ugy itélem meg,
hogy nem embernek val6, meglehetésen bonyolult a nyomon kovetés.)

Definicid szerint:

arth( 10, )=(12)*In((1+p " W(1-1t,’)), feltéve: [u,’ /<1
Legyen 4, vals / képzetes felbontdsa: i, = a+bi, tudjuk tovdbba, hogy a’ + b* < I
Vizsgaljuk meg, minek is kell a logaritmusat venni!

(I1+a+bi)/(1-a-bi)

Szorozva a nevezOt is, szdmlalot is a nevezd konjugdltjdval — hogy valds értékii nevezot
kapjunk:

(1+a+bi)*(1-a+bi)/((1-a)f +b*)=

(1-&°+(1+a)*bi+(1-a)*bi-b*) / (1-2*a+d’+b°)=



(1-a* -b*+2%bi) / (1-2*a+d’+b*)=
(1-a° -b°)/ (1-2*%a+d’+b°) a valés rész,
2%bi / (1-2%a+a’+b°) a képzetes rész
Meg is kaptuk az ,,Aminek a logaritmusit kell venni” oszloppar képleteit a
hitp://www.tar.hu/szolcs/Fibonacci/Peldak_V.xls ,,Komplex” munkalapjabol. Most jon még

egy nagy nokedli, amivel mér tobbszor fenyegetoztiink. (Egyel6re az utolsé.) Komplex
szamok természetes alapu logaritmusa.

Mit is értsiink a kovetkez6 kifejezésen:

In(a+bi)

Maradjunk a bevélt formuldnal; In(a+bi) alatt értjiik azt a komplex szamot, amelyre —
mint kitevore - emelvén a természetes alapu logaritmus alapszamét ( e — t, e=2,718... )
eredményiil a+bi -t kapunk.

Amit tudunk — vagy ha nem is tudunk, de fogadjuk el;

¢ valds konstans mellett; c*e ' = c*cos(a)+cFsin(a)* i

Vagyishat az Euler formula ¢ konstanssal szorozva. Tehadt keressiik azt az X+yi
komplex szdmot, melyre igaz, hogy:

x+yi

e = a+bi

Innét egyenes az ut (remélem). Lathat6, hogy c=¢" , és mehetiink tovdbb, mint forrd kés
a vajban.

Megkapjuk a ,,Maga a Fiperbolic” oszloppart a

http://www.tar.hu/szolcs/Fibonacci/Peldak V.xls

komplex munkalapjarél. Szamomra zavarba ejtd az eldjelvaltés trigonometrikus
képzetes rész. A valds rész hozza az egy 1épés, eggyel novekvo dolgot, a képzetes rész pedig
eldjelvaltésan konstans(nak latszik. Lehet, még visszatériink rd, érdemes lenne megvizsgalni.

Lattuk, a szorzat normdja a tényzok normdjanak szorzata. Még egy érdekes dolog jon; a
szorzat argumentuma a tényezdk argumentumdnak dsszege.

Legyen ugyanis f, Fibonacci sorozat (s,¢) felbontdsa f, = s;*%0;, + t;*p, . Legyen g,
Fibonacci sorozat felbontdsa g, = s2*0;, + %o, . Ekkor a hy = fi * g1 szorzat sorozatuk
felbontdsa h, = (s;%s2%V5)%0, — (1,%:%V5)*p, .

Irjuk fel a 0 — adik index{i matrix interpretaciok szorzatat az (s,¢) felbontds alakjiban, és
végezziik el a szorzast !



2 /A -1 *A Sy + b
Sy + b $S*A -1, /A
s; /A —1*A S;+ 1 U \%
S; +i; si*A —1; /A \% w

U= (sf"sz/AZ —S1¥ — %t + l]*lg*Az) +(s7%s2 + 5% + So¥t + 4% )
U= sf“sz/A2 + 57%s, + t]*tz*AZ + 1%t ;
U=s;%s:% 1+1/ A% ) + t1% *(1+A%) ;
U=s;*:*(A+1/A)/A +t;*t, *(A+1/A) *A;

Us=(s*2% V5 )/A+ (1% % V5) *A.

A kovetkezd elemre vonatkozdan:
V=(s; +t; )¥( s2/A—12%A) + (s;*A —t; JA)¥(s2 + 12) ;

V= (s1%s2/A = s1*:%A + 2%t /A — 115 1:%A) + (S17%552F¥A+81 %A — 2%t /A — t1F6FA ) ;

V=51%2/A + 51%5:2%A — t1*:%A - t1%:%A ;

V= 5% VS -t ¥ VS5

Hasonl6an kiszdmithatd6 W értéke is. Meggy6zddhetiink tételiink igazsdgarol, ha
figyelmesen megnézziik a kapott eredményeket.

Vizsgaljuk most a szorzat sorozathoz tartoz6 @, mennyiséget ! Mint definialtuk:
wn={n+1In(v)/(2¥In(A)) } = { In(v)/(2*In(A)) } = { In(] s:%s2 [/ [t:*12)) / (2*In(A)) };
wn={In(/ s1/7]t:1])/(2¥In(A)) + In(] 52 [/ [12/) 7 (2¥In(A)) } ;

Ha a tényezékhoz tartozé o, mennyiségeket o ”/, —nel és w @, —nel jeloljiik, akkor:
C()n={60(“n+60(2)n} .

A o mennyiség az indextdl fiiggetlen, ezért az index jelolése akar el is hagyhaté:

a)={a)(1)+a)(2)}.
Nyilvanvaléan igaz az allitds £, mennyiségekre is, csak ez fligg az indextol:

Q="+ 2%

Tehat a szorzat sorozathoz tartozd 2 az egyes sorozatokhoz tartozé £ mennyiségek

Osszege. Ismét egy analdgia keriil elénk; a pozitiv valds szamok korében a szorzat logaritmusa

a tényezok logaritmusanak 0sszegével megegyezd. Még tobbet mondo az analdgia a komplex
szdmokkal; komplex szdmok szorzatinak normdja a tényezok normdjanak szorzata, a szorzat



»argumentuma” pedig a tényezOk ,,argumentumdnak” Osszege. Csak mig ott az argumentum
az inverz trigonometrikus fiiggvények korébdl keriil ki (a képzetes rész és a valds rész
hanyadosanak arcus tangense), addig itt az inverz hiperbolikus fiiggvények koziil (a sorozat és
konjugdlt sorozatdnak megfeleld indexii tagja hanyadosanak area tangens hiperbolikusza). A
klasszikus Fibonacci sor, a Lucas sorozat €s ezek konstansszorosainak argumentuma 0 , igy
ezen sorozatokat tarthatjuk tiszta ,,valds” sorozatoknak. Vannak még ,,val6s” sorozatok, roluk
a késobbiekben ejtiink sz6t. Mivel ez a sebtiben megfogalmazott ,,valés” jelz0 meglehetdsen

félrevezetd, ezért célszerli szabatosabban definidlni ezt a fogalmat.



